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テキスト：ガンマ函数 –1–

James Bonnar, The Gamma Function, viXra:1811.0330

ガンマ函数: Γ(s) =

∫ ∞

0

e−xxs−1 dx (s > 0)

ベータ函数: B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx (p, q > 0)

ベータ函数とガンマ函数: B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
ガンマ函数の基本性質

(1) Γ(s) は s > 0 で収束して Γ(s) > 0 である
(2) Γ(s + 1) = sΓ(s)

(3) Γ(1) = 1, Γ(n) = (n− 1)! n = 1, 2, 3, ...

(4) Γ
(
1
2

)
=
√
π (5) Γ′(1) = −γ



オイラーの定数: γ = lim
n→∞

(
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

n
− log n

)
= 0.5772... –2–

ガウス積分:

∫ ∞

−∞
e−t

2
dt =

√
π. ウォリス積:

π

2
=

2 · 2
1 · 3
·4 · 4
3 · 5
·6 · 6
5 · 7
· · ·

ワイエルシュトラスの無限積表示:
1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
m=1

(
1 +

z

m

)
e−z/m

スターリングの公式: lim
z→∞

Γ(z + 1)√
2πz

(
z
e

)z = 1 (|arg z| < π)

倍角公式: Γ (s) Γ

(
s +

1

2

)
= 21−2s

√
πΓ (2s)

Eulerの反転公式: Γ (s) Γ (1− s) =
π

sin πs

Hölderの定理: F (x,Γ(x),Γ′(x),Γ′′(x), ...,Γ(n)(x)) ≡ 0 が成り立つ
有理函数F (x, t0, t1, ..., tn) は存在しない。

Bohr-Mollerupの定理: (1) f (1) = 1, (2) f (x + 1) = xf (x) (x > 0),

(3) log f (x)は凸函数, を満たす函数 f (x) はガンマ関数に限る。



必要な予備知識 –3–

・微積分　　 ・線型代数　 ・集合と位相
・複素解析 ・常微分方程式

大山の研究 : Painlevé （パンルヴェ）方程式 （← 群論，代数幾何など）

第 1方程式：　
d2y

dt2
= 6y2 + t

第 6方程式：　

d2y

dt2
=

1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t

)(
dy

dt

)2

−
(
1

t
+

1

t− 1
+

1

y − t

)
dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)

t2(t− 1)2

(
α + β

t

y2
+ γ

t− 1

(y − 1)2
+ δ

t(t− 1)

(y − t)2

)
.

q-Painlevé VI: (y(t) = y(tq), z(t) = z(tq))

yy

a3a4
=

(z − b1t) (z − b2t)

(z − b3) (z − b4)
,

zz

b3b4
=

(y − a1t) (y − a2t)

(y − a3) (y − a4)
.
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